Cours 4:

probleéme elliptique et éléments finis 2D

(aucun document), présence obligatoire (examen)
NB: 1/3 temps supplémentaire pour 4 étudiants
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Probleme elliptique et éléments finis 2D

Soit 2 un domaine polygonal dans le plan O, ., de frontiére 9 et soit ) =
(2. Soit = un point de coordonnées (1, r2) dans le domaine €2. Dans la suite
nous notons indifféremment x ou (rq, x2). Soit a1y, ai2, asy, ass quatre fonctions
de = données (ici encore nous notons indifféremment a;;(x) ou a;j(x1,22), 1 <
i,j < 2) que nous supposons continues et une fois continiiment dérivables par
rapport & 1 et xo. Soit encore f : Q) — R une fonction continue donnée. Nous
posons le probléme de trouver une fonction u : ) — R satisfaisant les relations :

- div(AVu) = f(x)

— Z i (aij.(.r);}u.(;r)) = f(x) v € (1, (11.1)
. Oz

u(x) =0 VY € 0, (11.2)

ou la notation d/dx; désigne l'opération de dérivation partielle par rapport a
la variable z;, i = 1 ou 2. Nous dirons que le probléme (11.1) (11.2) est un
probléme différentiel aux limites d’ordre 2, la condition limite étant I’équation
(11.2).
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- div(AVu) = f(x)

Si A(x4,X,) est symeétrique définie positive (i.e. symétrique et a valeurs propres
positives), le pb est dit fortement elliptique.

Les problémes elliptiques interviennent lors de la modélisation de problémes
physiques tels que les problémes de potentiel, de déformation de membranes, d’é-
coulements de fluides. Dans la suite de ce chapitre nous décrivons la méthode
des éléments finis, qui est souvent utilisée pour résoudre numériquement ce type
de problémes.

autre application:

thermique stationnaire avec

source volumique

- div([k]VT) = q()




Probleme elliptique et éléments finis 2D

Mentionnons qu’'un exemple typique de probléme fortement elliptique est
donné par a;q1 = a9 = 1 et a9 = as; = 0. Dans la suite, nous nous restreignons
a ce cas et nous cherchons donc une fonction wu : ) — R satisfaisant

—Au(r) = f(x) v € (), (11.3)
u(xr) =10 v € Jf), (11.4)

oit Au est le laplacien de u, i.e. Au = 9*u/dx? + 0%u/dxr3. Le probléme (11.3)
(11.4) est appelé probléme de Poisson.

siA=1d, - div(AVu) = -Au(x) = f(x)

La solution u du probléme de Poisson modélise le déplacement vertical u(x)
au point = d'une membrane (2 tendue, attachée & €2, et soumise & une densité
de force verticale et proportionnelle & f (fig. 11.1).
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Probleme de Poisson: -Au = {(x)

Comme nous I'avons déja fait dans la section 10.3, nous pouvons multiplier la
premiére équation de (11.3) par une fonction v : €2 — R suffisamment réguliére
et intégrer sur (2. Nous obtenons

_éfm_(r_ . dI_//f Py, (11.5)

ou x = (x1,x2) et dr = dridrs. En utilisant la formule :

div(v graﬂ'ta.) = graﬂii : gra,ci-af. + vAu, (11.6)

nous obtenons & partir de (11.5) :

Q
//dn v( {_-’;I‘adu dz —//f v)dr.  (11.7)
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Probléme de Poisson: -Au = f(x)

Le théoréme de la divergence nous assure que :

/f dn gradu( )) dx :/t.f(slt_i:i(a){fa (11.8)
C

o0

ol du/dn est la dérivée de u dans la direction normale extérieure & 9€2. Si nous
imposons que v s’annule sur d€2, nous pouvons déduire de (11.7) et (11.8) :

// g]:‘?flu(x} +Qﬁit-’(i’)di’ = // flx)v(xr)dr. (11.9)
Q Q

ou

NB: si les C.L sont u(x) = 0 sur 0€), et = a sur 0Q), avec 0Q =02, U 0Q,

alors on 1impose aux fonctions v de V:
v(x) = 0 sur 0Q2, et v et u inconnues sur 0Q_ avec 0Q = 0Q,U o€,
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Probleme de Poisson: -Au = f(x)

Soit V 'ensemble des fonctions g: Q = R continues sur Q2 , nulles sur 62 et a dérivées
partielles continues par morceaux. V est un espace vectoriel de dimension infinie.

La formulation faible ou variationnelle du pb revient a chercher u de V pour que

pour tout v de V. . .
jgradu(x).gradv(x)dﬂ = jf(x)v(x)dQ
Q Q

Soit Vh un sous espace vectoriel de dimension finie N et ayant pour base les fonctions ¢4, ¢,
..oy L'approximation de Galerkin consiste a résoudre le probleme dans Vh i.e. a chercher u,

de Vh telle que: o
SRR [gradu, (0).gradv, (0dQ = [ fx)v, (0dQ
Q Q

soit verifiee pour tous les v, de Vh donc pour tous les ¢, (j=1, 2 ...N).

En posant u,(X)= u,p4(X)+...+uyon(X), il vient:
N , .
Z:Aﬁui = fj avec A=A, =I grad(pi(x)grad(pj(x)dﬂ et fj=j f(x)(pj(x)dQ
i=1 Q Q

—

soit Au = f avec u le N vecteur des u,
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-Au = f(x)

la matrice A est-elle réguliere ?

Oui, A est symetrique définie positive.

Donc on pourra faire la décomposition de Cholesky A = LL'

Choix des fonctions ¢;(x) en 2D, les
fonctions chapeau linaires par
morceau ...

(élément triangulaire de degre 1) -
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-Au = {(x), €léments finis triangulaires de degré 1: construction d'un maillage

Nous voulons construire des sous-espaces Vj, de V' de type €léments finis
triangulaires (tappelons que 2 est un domaine polygonal de R?). Pour ce faire,
nous construisons une triangulation 7;, de Q en subdivisant () en triangles
K. Ko, ..., K., ne se recouvrant pas et tels que

- Q= |J K=K{UKyUK3U---UK,,
KeT;,

— 2 triangles IK; et K, i # j, possédent ou bien un c6té commun, ou bien
un sommet Pp commun, ou bien sont disjoints (fig. 11.2).

xro

INTERDIT
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-Au = {(x), éléments finis triangulaires de degré 1: finesse du maillage (h)

Nous introduisons encore un paramétre i mesurant le degré de finesse de la
triangulation 7}, :

h = max diam (K),
KeT,

ou diam (/{) est le diameétre de KU, c’est-d-dire le maximum des distances eucli-
diennes entre deux points de K. Le sous-espace V}, de dimension finie de V' est
défini par
Vi ={g: Q — R; g est continue sur €, s’annule sur 052,
la restriction de g & tout triangle K (11.14)

de la triangulation est un polynéome de degré < 1}.
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-Au = {(x), ¢léments finis triangulaires de degré 1: les fonctions chapeau

Soit P;, i = 1,2,..., N les sommets intérieurs de la triangulation 7}, encore
appelés neuds intérieurs. Pour décrire une fonction ¢ € Vj,, nous pouvons
choisir comme paramétres les valeurs g(P;) de la fonction ¢ aux nceuds P,

i=1,2,...,N. Ces valeurs g(F;) sont appelées degrés de liberté. Les fonctions
de base ©1, v2, ..., pn de V3 sont alors définies par

| sii=j )

0 sii#j

et sont nulles sur J€2 (fig. 11.3). Le support de ¢; (adhérence de 'ensemble
des points ol ¢; n’est pas nul) est la réunion de tous les triangles qui ont
pour sommet F;. Pi

1
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-Au = {(x), ¢léments finis triangulaires de degre 1

Pour toute fonction g de Vh, nous avons g(x)= g,04(X)+...+gyon(X) avec
g;=g(Pi) pour i =1 a N. Il s’agit de l'interpolation linéaire de g(x) sur le
domaine bidimensionnel Q.

I
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Résolution sur le carré unité.

Soit 2 le carré unité de R? de frontiére 9 et soit L un entier positif. Posons
h = 1/(L + 1) et notons @;; les points de coordonnées x4 = ih et xo = jh,
1,7 =0,1,.... L + 1. Considérons la triangulation 7, de () ayant pour nceuds
les points 0;; (fig. 11.4). La triangulation 7;, contient N = L? nceuds intérieurs
a ) que nous numérotons comme dans la figure 11.4 ligne par ligne, c’est-a-dire
Py =Qu1, =02, P3=0Q3;1, ..., PL =Qr1, Pry1 = Q12, Ppio = Qaa, ...,

Por, = Qra, a1 = CQus, - Pn = QLL. .

h

h

A droite, le carré unité avec ses 16 points 1
intérieurs (L =4, h = 1/5).

On définit donc 16 fonctions de base linéaires

¢;(x) (N = 16) centrees sur les 16 points P1 a P16.

Pr 4y

Calcul de la matrice A et du vecteur f:

Aji:Aij:I@@i(X)@@j(X)dﬂ et szj fx)p, (x)dQ PN\
Q Q

Qoo Qo Q2

~

h=1/5

=
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Le support de ¢ est représenté dans la figure 11.5; il est constitué des 6
triangles Ky, Ko, ..., K¢. Puisque ¢ est un polyndéme de degré 1 sur chacun des
triangles K, K>, ..., K¢ et puisque ¢1(FP1) = let v1(Qi;) =0si (i.7) # (1,1),
nous vérifions facilement que
Support et isovaleurs de

gradp; = = sur K gradp, = = sur Ky, la fonction ¢, qui est une
e\ 0 i\ 0 pyramide de hauteur 1 a
! 0 o base hexagonale.
gradp; = = sur K5 gradp; = = sur K5,
h | h 1
[ore
| 1 , | 1 , 202
gradyp; = = sur K3 gradyp; = = sur K.
h 1 h 1
Calcul de A11: sur K6: ¢, (x) = x,/h +x,/h -2 car ¢, (h,h)=1

A“:ng?iq)l(x)‘zdg = 26: j ‘@@l(x)‘zdﬂ Qo1
Q k=1 K,

1 h* 1 h> 4 4

Ay =S (D) Z4 5 (242) =+ =4

" h’ 2 2 2 Qoo Q10 Q20
A, =4 pouri=1, N par symmétricenx eteny.
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Exoda: dans le cas L =4 (N = 16), montrer que

A12 = A21 = -1
A3 =A14=0
A5 =Agy = -1
A2s = As2 =0
I i
1
Pr3
Pl PQ PL
Qo1 Q11 Q21

Qoo Q10 (020

Qo2

Qo1

Qoo




-Au = {(x), ¢léments finis triangulaires de degre 1

Probleémes elliptique et éléments finis 2D

Pour L = 4 (16 points intérieurs) la matrice carrée 16x16 A s’écrit:

A=

C
B C
C B

avec B —

et (' =

La matrice carrée 16x16 A est nonadiagonale: sa largeur de bande est 9 mais comme

elle est symétrique, sa demi-largeur de bande est 5.
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-Au = {(x), ¢léments finis triangulaires de degré 1

Approchons le second membre f de (11.13) en utilisant la formule de quadrature

f/ g(z)dx ~ 9(51) +9(52) + 9(53) aire(K) (11.17)

3

pour tout triangle K de sommets Sq, S2,.S3 (nous pouvons remarquer que cette
formule est exacte si g est un polynome de degré 1, i.e. si g(x) = axy + [Bra+7).
Nous obtenons donc :

flszj )1 ( dr—Zf/j r)dz

=1k,

}2 ‘ _
‘ D) = f(Pl)h-Q'

| 3

—f (Pr)-6
De méme, pour des raisons de symétrie (fig. 11.5), nous avons

fi =~ f(Pj)E-Q avec j =1.2,..., N.
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-Au = {(x), ¢léments finis triangulaires de degre 1

Il reste alors a résoudre le pb linéaire: Au = f,

On montre alors que ce pb est identique a la méthode des différences finies si le
maillage est régulier et les fonctions de forme de degré 1:

Notons wu; j = u(ih, jh). Nous avons donc :

Arwg j — Ujg1 j — Ui — Wi j+1 — Wi j—
—Au(P) ~ bij — Wit1j *‘L;; g1~ U1 (11.20)
1

Soit alors U; j une approximation par différences finies de u; j = u(ih, jh) lorsque
u vérifie —Au = f dans Q, u = 0 sur J€). Le schéma numérique pour calculer
Ji j s’écrit :

AUi; — Ui, —Vi1,j — Ui = C

= =L f(ih ih), (11.21)
1

pour i,j =1,..., L et

Upj =Ups1j=Ujo=Ujp41=0 pour j =0,1,..., L+1. (11.22)
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-Au = {(x), ¢léments finis 2D quadratiques (degre 2)

Le cas k = 2 est illustré dans la figure 11.7. A chaque sommet de triangle et
a chaque milieu d’aréte est attachée une fonction de base polynomiale de deeré
2 sur chaque triangle, nulle en tous les nceuds sauf un, ou elle vaut 1.




Cours 5:

Probleme parabolique transitoire 1D et 2D
et éléments finis
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