
Cours 4:

problème elliptique et éléments finis 2D

!!!!!!!!!!! Propé1 le mercredi 30 Octobre de 15h15 à 17h 
(aucun document), présence obligatoire (examen)
NB: 1/3 temps supplémentaire pour 4 étudiants



Problème elliptique et éléments finis 2D

- div(A u) = f(x)∇




Problème elliptique et éléments finis 2D

- div(A u) = f(x)∇


Si A(x1,x2) est symétrique définie positive (i.e. symétrique et à valeurs propres 
positives), le pb est dit fortement elliptique.

[ ]

autre application:
thermique stationnaire avec 
source volumique

- div( k T) = q(x)∇

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si A = Id , - div(A u) = - u(x) = f(x)∇ ∆

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Problème de Poisson:    - u = f(x)∆
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0 a 0 a
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NB: si les C.L sont u(x) = 0 sur  et   = a sur Ω  avec   = U Ω
n

alors on impose aux fonctions v de V:
v(x) = 0 sur  et v et u inconnues sur Ω  avec   = U Ω
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Problème de Poisson:    - u = f(x)∆
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La formulation faible ou variationnelle du pb revient à chercher u de V pour que 
pour tout v de V:

Problème de Poisson:    - u = f(x)∆

Soit V l’ensemble des fonctions g: Ω R continues sur Ω , nulles sur δΩ et à dérivées 
partielles continues par morceaux. V est un espace vectoriel de dimension infinie.

Soit Vh un sous espace vectoriel de dimension finie N et ayant pour base les fonctions ϕ1, ϕ2, 
…ϕN. L’approximation de Galerkin consiste à résoudre le problème dans Vh i.e. à chercher uh
de Vh telle que:

soit vérifiée pour tous les vh de Vh donc pour tous les ϕj (j=1, 2 …N).

N

ji i j ji ij i j j j
i=1 Ω Ω

i

A u  = f  avec A =A = gradφ (x)gradφ (x)dΩ  et f = f(x)φ (x)dΩ

soit Au = f   avec u le N vecteur des u

∑ ∫ ∫
 

  

Ω Ω

gradu(x).gradv(x)dΩ  = f(x)v(x)dΩ∫ ∫
 

h h h
Ω Ω

gradu (x).gradv (x)dΩ  = f(x)v (x)dΩ∫ ∫
 

En posant uh(x)= u1ϕ1(x)+…+uΝϕN(x), il vient: 
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- u = f(x)
la matrice A est-elle régulière ?
∆

t

Oui, A est symétrique définie positive.
Donc on pourra faire la décomposition de Cholesky A = LL

Choix des fonctions ϕj(x) en 2D, les 
fonctions chapeau linaires par 

morceau …

(élément triangulaire de degré 1)
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- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1: construction d'un maillage∆
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- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1: finesse du maillage (h)∆



Problème elliptique et éléments finis 2D
- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1: les fonctions chapeau∆
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- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1∆

Pour toute fonction g de Vh, nous avons g(x)= g1ϕ1(x)+…+gΝϕN(x) avec 
gi=g(Pi) pour i = 1 à N. Il s’agit de l’interpolation linéaire de g(x) sur le 
domaine bidimensionnel Ω.
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A droite, le carré unité avec ses 16 points 
intérieurs (L = 4, h = 1/5).

On définit donc 16 fonctions de base linéaires
ϕj(x) (N = 16) centrées sur les 16 points P1 à P16.

Résolution sur le carré unité.

Calcul de la matrice A et du vecteur f:

ji ij i j j j
Ω Ω

A =A = gradφ (x)gradφ (x)dΩ  et f = f(x)φ (x)dΩ∫ ∫
 

h = h = 1/5
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Support et isovaleurs de 
la fonction ϕ1 qui est une 
pyramide de hauteur 1 à 
base hexagonale.

Calcul de A11:

k

62 2

11 1 1
k=1Ω K

2 2

11 2 2

ii

A = gradφ (x) dΩ gradφ (x) dΩ

1 h 1 h 4 4A (1+1+1+1) + (2+2) = + = 4
h 2 h 2 2 2

A  = 4 pour i = 1, N par symmétrie en x et en y.

=

=

∑∫ ∫
 

1 1 2 1sur K6: φ (x) = x /h +x /h -2 car φ (h,h)=1
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Exo4a: dans le cas L =4 (N = 16), montrer que

A12 = A21 = -1
A13 = A14 = 0
A15 = A51 = -1
A25 = A52 = 0
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- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1∆

La matrice carrée 16x16 A est nonadiagonale: sa largeur de bande est 9 mais comme
elle est symétrique, sa demi-largeur de bande est 5.

Pour L = 4 (16 points intérieurs) la matrice carrée 16x16 A s’écrit:

avec 
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- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1∆
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- u = f(x), éléments finis triangulaires de degré 1∆

Il reste alors à résoudre le pb linéaire: 
On montre alors que ce pb est identique à la méthode des différences finies si le 
maillage est régulier et les fonctions de forme de degré 1:
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- u = f(x), éléments finis 2D quadratiques (degré 2)∆



Cours 5: 

Problème parabolique transitoire 1D et 2D
et éléments finis
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